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Explorando reparticiones, divisiones y residuos
a partir del resultado de un juego con canicas

Uldarico Malaspina

Se presenta un problema trabajado en un taller con profesores de
primaria, que tiene como entorno matematico la divisibn de numeros
naturales, cuya solucion requiere usar una propiedad relacionada con el
residuo; se muestra una estrecha vinculacion con el concepto de mdultiplo
de un numero natural y se evidencia la importancia de examinar
cuidadosamente la informaciéon que se da en los problemas, para no dar
respuestas aparentemente correctas.

Resumen

Palabras clave: division de numeros naturales; residuo; multiplos de un
namero natural; resolucién y creacion de problemas.

A problem worked in a workshop with elementary school teachers is
presented, whose mathematical environment is the division of natural
numbers. Its solution requires the use of a property related to the
remainder; a close link with the concept of multiple of a natural number is
Abstract shown, and the importance of carefully examining the information given in
the problems, in order not to give apparently correct answers, is evidenced.

Keywords: division of natural numbers; remainder; multiples of a natural
number; solving and posing problems.

Apresenta-se um problema trabalhado numa oficina com professores do
ensino basico, cujo enquadramento matematico é a divisdo de numeros
naturais. A sua resolugdo requer o uso de uma propriedade relacionada
com o resto; é mostrada uma estreita ligagdo com o conceito de multiplo
de um ndmero natural e evidenciada a importancia de analisar
cuidadosamente a informagédo dada nos problemas, de modo a ndo dar
respostas aparentemente corretas.

Resumo

Palavras-chave: divisdo de numeros naturais; resto; mdultiplos de um
namero natural; resolucao e criacdo de problemas.
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Problema

Felipe y Saul jugaron con sus canicas. Felipe tenia 43 canicas y, al terminar
el juego, Saul le gand cierta cantidad de ellas. Ahora, ambos amigos tienen la
misma cantidad de canicas. Felipe reparte en partes iguales, entre sus 4
amigos, todas las canicas que le quedan, y le sobran 2 canicas. Saul también
reparte todas sus canicas en partes iguales entre sus 3 amigos Vv,
curiosamente, también le sobran 2 canicas.

¢ Se puede determinar con precision, cuantas canicas perdio Felipe, jugando
con Saul?

El problema lo propuse en un curso-taller con profesores de primaria en formacion,
cuyo proposito era reforzar aprendizajes en torno a la divisibilidad de numeros
naturales, en el marco del modelo de reparticiones enteras, justas y maximas
(REJM) expuesto por la Dra. Estela Vallejo y con el enfoque de creacion de
problemas.

La idea era que los participantes resuelvan el problema y a partir de tal experiencia
crearan dos nuevos problemas: un problema pre respecto a este problema (que
ayude a entenderlo y resolverlo) y un problema pos respecto a este problema (que
sea mas retador, manteniendo el proposito de reforzar aprendizajes sobre
divisibilidad). La discusion intra e intergrupal al resolver el problema fue muy
interesante y parte de ella la comentaré en este articulo. Dejo a los lectores la
creacion de nuevos problemas a partir de este, y con mucho gusto los publicaremos
en el préximo namero, en la seccidn El Rincon Intercreativo, de esta revista.

Para resolver el problema

Una idea basica que aflora, al entender el problema, es que la cantidad de canicas
gue reparten en partes iguales Felipe y Saul no solo es la misma, sino que es
multiplo de 4, mas 2 y también multiplo de 3, mas 2. Esto se relaciona con el
namero 12, por ser multiplo de 4 y de 3 y en consecuencia con el nimero 14, por
ser 12 + 2. Asi, Felipe y Saul tendrian 14 canicas y Felipe habria perdido 29
canicas, en el juego con Saul, pues 43 — 29 es 14. Esta es una primera
aproximacion a una manera de resolver el problema; sin embargo, es importante
seguir examinando lo avanzado, para tener una solucion completa del problema,
gue sea coherente con la informacién y el requerimiento dados. Releyendo el
requerimiento, debemos preguntarnos ¢Hemos determinado con precision cuantas
canicas perdi6 Felipe? Dicho de otra manera

¢La Unica posibilidad es que Felipe perdié 29 canicas?

Podemos advertir que 12 no es el unico nimero que es multiplo de 4 y de 3.
También son 24, 36, 48, 60. En verdad hay infinitos multiplos comunes de 4 y de 3;
inclusive el 0 es multiplo de 4 y de 3.

Examinemos por casos: considerando el 24, Felipe y Saul podrian haberse quedado
con 26 canicas (24 + 2); asi, Felipe repartiria 6 canicas a cada uno de sus 4 amigos
y le quedarian 2 (26 = 4x6 + 2) y Saul repartiria 8 canicas a cada uno de sus 3
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amigos y le quedarian 2 (26 = 3x8 + 2). En este caso, Felipe habria perdido 17
canicas, pues 43 — 17 es 26.

Considerando el 36, Felipe y Saul podrian haberse quedado con 38 canicas (36 +
2); asi, Felipe repartiria 9 canicas a cada uno de sus 4 amigos y le quedarian 2 (38
= 4x9 + 2) y Saul repartiria 12 canicas a cada uno de sus 3 amigos y le quedarian 2
(38 = 3x12 + 2). En este caso, Felipe habria perdido 5 canicas, pues 43 — 5 es 38.

Razonamiento similar podriamos hacer considerando el 48, pero advertimos que un
dato de la informacion del problema es que Felipe tiene 43 canicas, asi que no
podria haberse quedado con 50 canicas (48 + 2). El mismo razonamiento vale para
el 60 y para cualquier multiplo de 4 y de 3 que sea mayor que 43.

Pero hay algo mas, que nos dio mucho gusto que fuera advertido por uno de los
profesores de primaria, participante en el taller. Releyendo la informacién, ¢Tiene
sentido afirmar que Felipe perdio 29 canicas? Ya vimos que asi, Felipe se quedaria
con 14 canicas y como 14 es 4x3 + 2, Felipe repartiria 3 canicas a cada uno de sus
3 amigos y le quedarian 2, y Saul también tendria 14 canicas y repartiria 4 canicas a
cada uno de sus 3 amigos y le quedarian 2; lo cual satisfaria la informacion del
problema, pero estamos descuidando algo muy importante: que, al terminar el
juego, Saul le gand cierta cantidad de canicas a Felipe y “ahora, ambos amigos
tienen la misma cantidad de canicas”. Y en el caso que estamos analizando, Sall
le gan6 29 canicas a Felipe ¢(Como puede ocurrir que todas las canicas de Sadul
sean 14 si le gan6 29 canicas a Felipe? Esta observacion nos hace descartar la
posibilidad que Felipe haya perdido 29 canicas.

Con este mismo criterio, examinamos los otros casos y vemos que si es posible que
Felipe haya perdido 5 canicas, pues asi se queda con 38 y Saul también puede
tener 38, considerando las 5 que le gan6 a Felipe. Analogamente, es posible que
Felipe haya perdido 17 canicas, pues asi se queda con 26 y Saul también puede
tener 26, considerando las 17 que le ganoé a Felipe.

Siendo rigurosos, 0 también es multiplo de 4y de 3y como 2 =4x0 +2y 2 = 3x0 + 2,
Felipe y Saul podrian haber tenido, al terminar el juego, 2 canicas cada uno y
repartir O canicas a sus 4 y 3 amigos respectivamente y en ambos casos, les
guedarian 2 canicas; sin embargo, esto es imposible, pues en ese caso Felipe
habria perdido 41 canicas que pasarian a poder de Saul y entonces no es posible
gue Saul tenga solo 2 canicas.

Para un analisis mas formal, llamemos C a la cantidad comun de canicas que tienen
Felipe y Saul al terminar el juego.

Teniendo en cuenta que Felipe tiene 43 canicas, los posibles valores de C, por ser
multiplo de 4, mas 2 (o sea, de la forma 4n + 2, con n numero natural), serian los
elementos del conjunto Ck:

Cr={2, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34, 38, 42}.
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Notar que 46 también es multiplo de 4, mas 2 (46 = 4x11 + 2), pero no esta en el
conjunto, y tampoco otros numeros mayores, porque la cantidad C tiene que ser
menor o igual que 43.

Observar que otra manera de definir el conjunto Cr es expresando que son numeros
naturales menores que 43 que, al dividirlos entre 4, su residuo es 2.

Por otra parte, por ser C multiplo de 3, mas 2 (o sea, de la forma 3m + 2, con m
namero natural) los posibles valores de tal cantidad serian los elementos del
conjunto Cs:

Cs={2,5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29, 32, 35, 38, 41}.

Notar que tampoco se consideran nimeros como 44 o mayores, de la forma 3m + 2
(44 = 3x14 + 2) porque C debe ser una cantidad menor o igual que 43, por ser la
misma para Felipe y Sadl.

Observar también que otra manera de definir el conjunto Cs es expresando que son
nameros naturales menores que 43 que, al dividirlos entre 3, su residuo es 2.

Ahora, justamente, teniendo en cuenta lo Ultimo que acabamos de recordar, o sea,
gue C debe ser valor comun para Felipe y Sadul, la cantidad C tendria que ser un
namero que esté en la interseccion de estos conjuntos; es decir, C es un numero
natural que al dividirlo entre 4 el residuo es 2 y al dividirlo entre 3, también el residuo
es 2, lo cual significa que podria ser alguno(s) de los elemento(s) del siguiente
conjunto:

Cr NCs = {2, 14, 26, 38}
Ahora examinemos cada posibilidad:

C = 38 significa que Felipe perdié 5 canicas (43 — 5 = 38); y esas 5 canicas son
parte de las 38 canicas que deberia tener Sadul, por la igualdad en la cantidad de
canicas con Felipe.

C = 26 significa que Felipe perdi6é 17 canicas (43 — 17 = 26); y esas 17 canicas son
parte de las 26 canicas que deberia tener Saul, por la igualdad en la cantidad de
canicas con Felipe.

C = 14 significa que Felipe perdié 29 canicas (43 — 29 = 14); pero esas 29 canicas
las deberia tener Sadl, lo cual es inconsistente, pues Saul debe tener igual cantidad
de canicas que Felipe, o sea 14. Esto significa que C no puede ser 14; o, dicho de
otra manera, Felipe no pudo perder 29 canicas.

C = 2 significa que Felipe perdi6 41 canicas (43 — 2 = 41); pero esas 41 canicas las
deberia tener Sadl, lo cual es inconsistente, pues Saul debe tener igual cantidad de
canicas que Felipe, o sea 2. Esto significa que C no puede ser 2; o, dicho de otra
manera, Felipe no pudo perder 41 canicas.
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En consecuencia, solo hay dos posibilidades para que ocurra lo que se da como
informacion en el problema y se satisfaga el requerimiento:

Una posibilidad: Que Felipe haya perdido 5 canicas (que pasaron a propiedad de
Saul) y asi se quedd con 38 canicas, que repartidé en partes iguales a sus 4 amigos
(9 canicas a cada uno) y le quedaron 2. Saul tendria también 38 canicas, que podria
repartir en partes iguales a sus 3 amigos (12 canicas a cada uno) y le quedarian 2.

Otra posibilidad: Que Felipe haya perdido 17 canicas (que pasaron a propiedad de
Saul) y asi se quedd con 26 canicas, que repartidé en partes iguales a sus 4 amigos
(6 canicas a cada uno) y le quedaron 2. Saul tendria también 26 canicas, que podria
repartir en partes iguales a sus 3 amigos (8 canicas a cada uno) y le quedarian 2.

Entonces, atendiendo el requerimiento del problema; o sea respondiendo a la
pregunta ¢Se puede determinar con precision, cuantas canicas perdidé Felipe,
jugando con Saul? Decimos que no. Pues Felipe pudo haber perdido 5 canicas o
pudo haber perdido 17 canicas.

Comentarios y reflexiones

Para resolver correctamente el problema dado, basta con evidenciar que hay dos
posibilidades de pérdida de canicas de Felipe, pues entonces, con la informacién
dada, no se puede determinar con precision cuéntas canicas perdio Felipe, jugando
con Sadul.

El analisis hecho muestra la rigueza matematica y didactica del problema, para
profundizar temas relacionados con divisibilidad, con el residuo al hacer divisiones
entre numeros naturales y con los multiplos de niumeros naturales.

No me he detenido a explicar el modelo de reparticiones enteras, justas y maximas
(REJIM) (Vallejo-Vargas, 2023), pero es altamente recomendable que los docentes
lo conozcan y apliquen como una forma de estimular aprendizajes reflexionados y
con mayor comprension, relacionados con la division de niameros naturales, y que
los algoritmos sean comprendidos y no solo memorizados. Experiencias didacticas
en esta linea estan expuestas en Ordoéfiez (2014).

Comprender vivencialmente la divisibn y la divisibilidad de nuameros enteros,
contribuira también a que estudiantes y profesores creen problemas sobre estos
contenidos, los que — a su vez — contribuiran a una mejor comprension de los
conceptos y algoritmos relacionados.

Con estas reflexiones concluyo El Rincén de Problemas de este nimero de UNION
y, como en los numeros anteriores, invito a los lectores a participar en El Rincén
Intercreativo, de este numero.

A continuacion, dejo algunas preguntas que podrian ser usadas para escribirme
algo que se publicaria en El Rincén Intercreativo del proximo numero:
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i) ¢, Qué aprendizaje considera usted que mas se refuerza, en relacién a
la division de numeros naturales, al resolver el problema de este
articulo?

i) ¢Qué problema(s) crearia usted para que, al resolverlo, sus
estudiantes puedan comprender mejor y resolver el problema de este
articulo?

iii) ¢ Es verdad que todo numero que es divisible por 3 y por 4 es también
divisible por 12? ¢ Como justifica su respuesta?

iv) ¢, Como seria un problema de contexto intra matematico que requiera
hacer un analisis parecido al hecho para resolver el problema de este
articulo?

V) ¢, Qué experiencia interesante con estudiantes podria contarnos,
relacionada con la resolucion o la creacion de un problema sobre
divisién de nameros naturales?

Agradezco los comentarios y propuestas que me hicieron llegar, relacionados con el
problema del nimero anterior de UNION vy los invito a leerlos en este nimero.
También reitero mi exhortacion amigable a que me hagan llegar sus comentarios,
propuestas o experiencias, a partir de reflexiones de caracter didactico o
matematico, motivados por la resolucion del problema de este articulo. Nos dara
mucho gusto publicar y comentar lo que me escriban, en el proximo niumero de
UNION, como lo estoy haciendo en este nimero, con lo que me han enviado.
Algunas pistas para crear problemas, pueden encontrarlas en diversos articulos,
gue ultimamente se estan publicando mas intensivamente (en inglés son articulos
sobre “problem posing”); en particular, en Malaspina (2018).
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