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Introducéo

Para os pitagoricos, todas as grandezas (comprimento, area, volume,...)
podiam ser associadas a um numero inteiro ou a uma razdo entre dois numeros
inteiros. Admitiam que 0s numeros racionais eram suficientes para comparar, por
exemplo, segmentos quaisquer de reta. Dados dois segmentos, supunham que
existia sempre um segmento que “cabia” um numero inteiro de vezes num deles e
um namero inteiro de vezes no outro. Nesse caso, 0S segmentos eram
comensuraveis. Em notacdo moderna, dizer que os dois segmentos AB e CD séo
comensuraveis significa dizer que existe um segmento u e dois naturais m e n tais
que AB=nu e CD=mu. Num dado momento da histéria, descobriu-se a existéncia de
grandezas incomensuraveis. Essa descoberta marcou profundamente o
desenvolvimento da matematica grega. Vitruvius (século | a.C), na sua obra Dez
livros de arquitetura, 0 mais antigo texto sobre a histéria da matematica que chegou
até 0s nossos tempos em sua versao original, atribui a Pitdgoras e a seus discipulos
a descoberta de grandezas incomensuraveis. Mais tarde Proclus (420-485 D.C) no
prélogo do livro Os comentarios sobre o primeiro livro dos Elementos de Euclides
atribui também tal descoberta a escola pitdgérica. Esse fato destruiu a crenca de
gue 0 universo era governado por nameros inteiros. Alguns historiadores associam o
aparecimento de grandezas incomensuraveis com a aplicacdo do teorema de
Pitagoras no triangulo retdngulo em que a hipotenusa é a diagonal de um quadrado

e 0s catetos sdo os lados do quadrado.
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Aristoteles refere-se a uma demonstracdo onde se supfe que a diagonal e o
lado do quadrado sdo comensuraveis para se chegar num absurdo com a concluséao
gue um mesmo inteiro é par e impar. A idéia do raciocinio por absurdo que segue foi

provavelmente concebido no meio da escola pitagorica.

Vamos supor que o lado AB e a diagonal DB sejam segmentos comensuraveis.

Logo existem um segmento u e dois inteiros m e n tais que AB = mu e DB = nu.

Portanto o segmento AB mede m e o segmento DB mede n. Pelo teorema de

Pitagoras n2 = m2 + m2, ou seja, n2 = 2m2, Portanto (n/m)2=2. Seja a/b uma

fracao irredutivel tal que n/m=a/b. Como (a/b)2=2 entédo a2=2b2. Portanto a2 é par

e consequentemente a é par. Como a/b é irredutivel, b deve ser impar. Como a

€ par, existe um inteiro k tal que a=2k. Como a2=2b2 entdo 4k2=2b2. Logo b2 é

par. Conclui-se que b também é par. Absurdo pois b é impar.

O artigo de K.von Fritz A descoberta da incomensurabilidade por Hipasus de
Metapontum introduziu uma nova dimenséo ao problema. Ele desloca radicalmente
a questdo da incomensurabilidade para a divisdo de um segmento em média e
extrema razdo. Von Fritz observa que apesar de Proclus atribuir a Pithgoras a
descoberta dos incomensuraveis, todos os outros textos se referem a Hipasus de
Metapontum nascido por volta de 500 a.C. Segundo ele essa descoberta pode ter
sido feita por volta de 450 a.C e esta relacionada com as faces pentagonais de um
dodecaedro regular e com o pentagrama (emblema dos pitagoricos). Uma
possibilidade de justificar que o lado do pentagono regular e o lado do pentagrama

sdo incomensuraveis é a seguinte:
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Vamos supor que o lado AE e a diagonal AD do pentagono regular ABCDE
sejam comensuraveis. Logo existe um segmento u e inteiros positivos m e n tais
gue AE = mu e AD = nu com n > m pois AD é maior que AE. As diagonais do
pentagono regular ABCDE determinam um novo pentagono regular A'B'C'D'E’.

Como AD - AE = B'E'’com AD = nu e AE = mu ent&do B'’E’=(n-m)u.

Como AE-B’E'=A'B’, conclui-se que A’B’= mu-(nu - mu)=(2m-n)u

Logo se houver um segmento u que seja submdultiplo comum da diagonal AD e
do lado AE do pentagono regular inicial entdo o mesmo segmento u sera
submultiplo dos segmentos E'B’ e A'B’, ou seja, da diagonal e do lado do novo
pentagono regular A’ B'C'D'E’.

O mesmo argumento que permitiu passar do pentagono inicial ABCDE ao
pentdgono A'B'C'D’'E’ pode ser repetido para se chegar a um outro pentagono
menor ainda. Apoés um numero finito de repeticbes teremos um pentagono de
lado a, e diagonal d, comensuraveis com relacdo ao segmento u e com a, < U,
0 que é uma contradicdo. Logo o lado e a diagonal do pentagono inicial sdo
incomensuraveis.

Consequéncias dessa descoberta?

Os dialogos de Platdo mostram que os matematicos ficaram profundamente
perturbados com essa descoberta que destruia a generalidade da teoria das

propor¢cdes pois que todas as demonstracdes eram baseadas no numero como
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colecdo de unidades. O segmento ja ndo podia mais ser considerado indivisivel, mas
infinitamente divisivel. Surgia entdo a necessidade de se criar uma teoria sobre
razdes envolvendo grandezas comensuraveis e incomensuraveis. As
demonstracdes comecavam a utilizar cada vez mais raciocinios associados a

areas.

Outra consequéncia dessa descoberta foi a necessidade de se elaborar uma

teoria de divisibilidade mais ampla do que a teoria do par e impar.

Por volta da mesma época em que se dava a devastadora descoberta dos
incomensuraveis, Zendo de Eléia apresentava paradoxos onde mostrava que
considerar grandezas divisiveis infinitamente levava a contradicdes e considerar

grandezas indivisiveis levava também a contradi¢des.

Boyer no livro A histéria do calculo e seu desenvolvimento conceitual diz:
“Aristételes e outros fildsofos gregos procuraram responder a esses paradoxos, mas
o fizeram de maneira tdo pouco convincente, que 0s matematicos da época

concluiram que era melhor evitar totalmente os processos infinitos”.

Quem foi Eudoxo de Cnido ?

Pouco se sabe da vida de Eudoxo. Foi discipulo de Platdo e parece ter sido o
primeiro a resolver completamente o problema das grandezas incomensuraveis
construindo uma teoria das propor¢cdes que se aplicava tanto a grandezas
comensuraveis quanto a grandezas incomensuraveis. Essa teoria encontra-se

exposta no livro V de Euclides.

-
U N IWNREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - JUNIO DE 2005 - NUMERO 2 - PAGINA 94



o As duas maiores contribuig8es de Eudoxo de Cnido

H‘ t ! «a teoria das proporcoes e 0 método de exaustdo»
lS Ol’l(l Vincenzo Bongiovanni
[] 0
nivoraill
[] []
Historia
Sderates
Teeadint: 8 Cliai __-—_‘_
Tastans i —— Plario
Ell IUXU Anerdreles
[Hnostrato Menascmus
Mexnnd.r\e

Credita-se também a Eudoxo o chamado método de exaustdo que eliminava
o infinito da matematica grega. Esse método permite comparar areas e volumes e
segundo afirma Arquimedes, no prefacio de seu livro Sobre a esfera e o cilindro, foi

utilizado por Euclides no livro XII.

A partir dessas novas idéias que reabilitaram a geometria, a concepc¢ao
atomista (que preconizava a existéncia dos indivisiveis) foi adotada para numeros e
a concepcdo continuista (que imaginava 0 espaco, 0 tempo e a matéria como
divisiveis infinitamente) para grandezas. Os numeros eram considerados

finitamente divisiveis e as grandezas infinitamente divisiveis.

A definicao de proporc¢éo de Eudoxo sem a utilizacdo dos numeros

Hoje, quando dizemos que os segmentos AD, DB,AE e EC s&o tais que

%z% estamos tratando com as medidas dos segmentos AD, DB, AE e EC e

portanto com numeros reais. Eudoxo encontrou um modo de definir a igualdade de
duas raz6es sem utilizar nUmeros (reais) mas apenas inteiros positivos. Antes de
apresentar a definicho de Eudoxo vamos utilizar a linguagem moderna para

visualizar a idéia de Eudoxo.
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AD _ AE

Na igualdade —=—— temos dois casos a considerar. AD e DB
DB EC

comensuraveis ou incomensuraveis. Se AD e DB forem comensuraveis, isto é, se

AD , ~ , o . . AD _m AE _m
—— for racional entéo existem inteiros positivos m e n tais que —=— e —=—.
DB DB n EC n

Podemos portanto escrever as igualdades na forma de um enunciado que envolve
nameros inteiros:
se m.DB=n.AD entao m.EC=n.AE

Supondo que os segmentos AD e DB sejam incomensuraveis, podemos
considerar que:
m _AE

.. . m AD -
Se m e n sao inteiros positivose —<—— entdo —<—
n DB n EC

... .. m _AD .. m_AE
Se m e n sao inteiros positivose —>—— entdao —>——
n DB n EC

Podemos escrever as duas implicagcbes na forma de um enunciado que

envolve nidmeros inteiros:

se m.DB<n.AD entdo m.EC<n.AE e se m.DB>n.AD entdo m.EC>n.AE

E o que fez Eudoxo?

Eudoxo evitou a discusséo sobre a natureza dos irracionais e sobre a validade
dos processos infinitos e definiu a igualdade entre duas razées de uma maneira
engenhosa. Esta definicdo se encontra no livro V (definicdo 6) dos Elementos de

Euclides e fixa o critério de razoes idénticas:

«Diz-se que quatro grandezas estdo na mesma razdo, a primeira para a
segunda e a terceira para a quarta se, quando eglimultiplos quaisquer sdo
tomados da primeira e da terceira e eqlimultiplos quaisquer da segunda e da
quarta, os primeiros equimultiplos sdo ambos maiores que, ou ambos iguais a,
ou ambos menores que, os Ultimos equimultiplos considerados em ordem
correspondentes»
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Utilizando a linguagem moderna e considerando como grandezas o0s

segmentos AD, DB, AE e EC (comensuraveis ou n3o), para Eudoxo, dizer que

AD AE . .. . . . .
B EC significava dizer que para todo m e n inteiros positivos, as condicbes a

seguir eram verificadas:

Se m.DB<n.AD entdao m.EC<n.AE
Se m.DB>n.AD entdao m.EC>n.AE
Se m.DB=n.AD entdo m.EC=n.AE

Mais tarde, essa definicdo valida para grandezas quaisquer foi fonte de

inspiracdo para a criagdo dos nameros reais.

Como exemplo do uso dessa definicdo voltaremos ao teorema de Tales e
apresentaremos uma demonstracdo completa (para grandezas comensuraveis e

grandezas incomensuraveis) pela teoria das propor¢des de Eudoxo.

Supondo a//b e b//c, vamos provar que AB/BC=DE/EF
Sejam n e m dois nimeros naturais qualquer. Vamos dividir AB em n partes
iguais. Logo existe um segmento u tal que AB=n.u
Vamos marcar m vezes u em BC. Sendo S a extremidade do uUltimo segmento
contido em BC temos 3 casos possiveis:

a)SestaentreBeC

b) CestdentreBe S

c) C=S (nesse caso AB e BC sdo comensuraveis)

1° caso Vamos supor Sentre Be C
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Logo BS=mu. De cada ponto de divisdo de AB e BC tracemos paralelas as retas
a,b e c. Essas retas interceptardo DE e EF em pontos que dividirdo DE em n
partes iguais a v e ES” em m partes iguais a v. Logo DE=nv e ES"=mv. De
AB=nu vem que mAB=mnu e de BS=mu vem que nBS=nmu. Como BS<BC
entdo mMAB=nBS<nBC. Portanto mAB<nBC.

De DE=nv vem que mDE=mnv e de ES"=mv vem que nES"=nmv. Como ES'<EF
entdo mDE=nES <nEF. Portanto mDE<nEF. Conclusdo mAB<nBC = mDE<nEF

2°caso VamossuporCentreBe S

De AB=nu vem que mAB=mnu. De BS=mv vem que nBS=nmv. Como BS>BC
entdo mAB=nBS>nBC. Portanto mAB>nBC.

De DE=nv vem que mDE=mnv e de ES’=mv entdo nES’=nmv. Como ES >EF
entdo mDE=nES >nEF. Portanto mDE>nEF. Conclusdo mAB>nBC =—mDE>nEF

3°caso C=S

De AB=nu vem que mAB=mnu e de BS=mv vem que nBS=nmv. Logo mAB=nBS
De DE=nv vem que mDE=mnv e de EF=mv vem que nEF=nmv. Logo mDE=nEF
Conclusdo mAB=nBS=mDE=nEF

Eudoxo e Dedekind

Desde a crise provocada pela descoberta das grandezas incomensuraveis na
Antiga Grécia, os matematicos levaram vinte séculos para construir um objeto
matematico cujo quadrado seja 2. Sabiam que nenhum ndmero racional ao
guadrado dava 2, sabiam que a diagonal de um quadrado de lado unitario podia ser
construida com régua e compasso e que portanto existia, mas ndo sabiam como
definir e operar com esses novos numeros. Foi somente no século XIX que a
facanha de dar uma definicdo consistente para esses objetos matematicos se

concretizou.

Galileu e Leibniz julgavam que a “continuidade” de pontos sobre uma reta era
consequéncia de sua densidade, isto é, do fato que entre dois pontos quaisquer
existir sempre um terceiro. Mas s0 isto ndo bastava para caracterizar esses objetos
pois 0S numeros racionais também tém essa propriedade e ndo formam um
“continuum”. Se representarmos todos 0s numeros racionais sobre uma reta, néo

teremos preenchido totalmente os pontos da reta; restardo inameros “buracos”.
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Dedekind (1831-1916) se voltou para a questdo do preenchimento dos
“buracos” da reta desde 1858 quando dava aulas de célculo. Refletindo sobre a
questao, Dedekind se perguntou: O que h& na grandeza geométrica continua que a
distingue dos numeros racionais? E foi buscar a inspiracdo na teoria das
proporcdes de Eudoxo ( IV A.C). Dedekind chegou a conclusdo que a esséncia da
continuidade de um segmento de reta estava na separacdo dos numeros racionais
em duas classes. “Por essa observacao trivial, o segredo da continuidade sera
revelado” escreveu Dedekind. A grosso modo a sua idéia era a seguinte : Cortando
uma reta em duas partes podemos separar oS humeros racionais em duas classes A
e B onde todo numero da primeira classe A € menor que todo nimero da segunda
classe B. Dessa forma, cada corte produz um e um sé namero real. Se A tem um
maior elemento ou se B tem um menor elemento, o corte define um numero real
racional; mas se A ndo tem um maior elemento e B ndo tem um menor elemento,
entdo o corte define um numero real irracional. Portanto, por meio dos cortes de

Dedekind, amplia-se o conjunto Q introduzindo os niumeros irracionais.

Por exemplo, os conjuntos A={xe Q/x<5/2} e B={xeQ/x>5/2} determinam o corte
qgue define o numero real 5/2. Observe que nesse caso, B tendo menor elemento, o

corte define um nimero real racional

Corte

!

b2

Os conjuntos A={xeQ/x3<2} e B={xeQ/x3>2} determinam o corte que define o

namero real que usualmente denotamos por 3/2. Observe gue nesse caso, A nao
tendo um maior elemento e B nao tendo menor elemento, o corte define um nimero

real irracional.
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Do mesmo modo, o0s conjuntos A=Q-u{xeQ+/x3<2} e B={xeQ+/x2>2}

determinam o corte que define o nimero real irracional indicado por V2

Com esta definicdo, Dedekind criou os numeros reais, eliminou os “buracos” de
Q e estabeleceu uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de uma reta e os

ndmeros reais.

No comeco do século vinte, uma modificacdo do corte de Dedekind foi proposta
por Bertrand Russell (1872-1970). Ele notou que como qualquer das duas classes A
e B é univocamente determinada pela outra, uma s6 bastava para a determinacao
de um numero real. A partir dai, ndo sendo necessario considerar as duas classes
de cada corte, comecou-se a trabalhar somente com a classe da esquerda ou
somente com a classe da direita. Assim, um numero real passa a ser definido

somente por uma das classes.

Relacionando a definicdo de Eudoxo com a de Dedekind podemos dizer que
duas razdes séo iguais segundo Eudoxo se e somente se elas definem cortes iguais

segundo Dedekind.

O principio de exaustdo : A negacao do infinito

Os gregos sabiam comparar figuras poligonais. Todo poligono podia ser
transformado num quadrado equivalente. Essa operacdo era chamada de
quadratura. Fazer a quadratura de uma figura plana significava construir um
quadrado equivalente a figura dada. O exemplo abaixo mostra um pentagono
ABCDE sendo transformado num quadrilatero equivalente ABCF que por sua vez é
transformado num triangulo equivalente AGF. A partir dos pontos médios H e | dos

lados do triangulo obtém-se o paralelogramo equivalente GFJH.
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E finalmente o retangulo é transformado no quadrado equivalente LONM a

partir da construcdo de uma média geométrica.

‘ V)
Os gregos sabiam fazer também a quadratura de certos tipos de lunulas mas

nao tinham um método para comparar figuras quaisquer (curvilineas ou nao) em
geral.
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Uma lanula é uma figura limitada por dois arcos circulares de raios diferentes.

Eudoxo sugeriu uma abordagem que permitia comparar figuras curvas com

figuras poligonais.

No coracdo desse método estd a proposicao | do livro X de Euclides

chamada mais tarde de principio de exaustao:

«Dadas duas grandezas de mesma espécie, se retirarmos da maior uma parte

maior que sua metade e do resto retirarmos uma parte maior que sua metade e

assim por diante, obteremos apdés um numero finito de etapas uma grandeza

menor que as duas grandezas consideradas.»

No desenho abaixo temos como grandezas dois segmentos CD e A1B1. Se do
maior A1B1 retirarmos um parte maior que a sua metade obteremos A1B2. Se
continuarmos o processo retirando do maior A1B2 uma parte maior que sua metade
obteremos A1B3. Se retirarmos de A1B3 uma parte maior que a sua metade

chegaremos a uma grandeza Al1B4 que € menor que as duas grandezas

consideradas e que sdo CD e Al1B1.

C D
Al — B1
Ponto medio
Al = B2

Al———— B3

Al—BA
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O método de exaustao de Eudoxo

O método de exaustdo ndao é um método de descoberta. Por exemplo, para
comparar a area A de um segmento parabdlico com uma outra area B precisamos
inicialmente descobrir uma superficie equivalente ao segmento parabdlico. Em
seguida provamos que as duas superficies A e B tém areas iguais procedendo da
seguinte maneira: supde-se que A>B, obtém-se a diferenca A-B e aplicando o
principio de exaustao deve-se chegar a um absurdo. Em seguida procede-se da
mesma maneira supondo que A<B, obtendo a diferenca B-A que deve levar a uma

segunda contradi¢do. Conclui-se finalmente que A=B.

Até o final do século XVI as demonstracdes eram sempre feitas por esse
método do absurdo duplo.

Arguimedes descobriu inicialmente que a area do segmento de parabola é
equivalente a 4/3 da area do triangulo ABC (a reta que passa por C é paralela a reta
AB). Observe que podemos construir uma sucessao de poligonos com um ndamero
crescente de lados até exaurir a area do segmento parabdlico. Em seguida pelo
método de exaustdo provou por duplo absurdo que as duas areas eram iguais.

llustraremos o método de exaustdo com a proposicao | do livro a medida
do circulo de Arqguimedes. Apresentaremos a demonstracdo utilizando a notacdo

moderna.
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«Um circulo € equivalente (igual em &rea) a um triangulo retangulo no
gual um dos lados do angulo reto é igual ao raio do circulo e o outro igual
ao comprimento da sua circunferéncia.»

Para mostrar a area do circulo € igual a area do triangulo utilizaremos na
primeira parte da demonstracao poligonos regulares inscritos com numero crescente
de lados e chegaremos num absurdo e na segunda parte utilizaremos poligonos
regulares circunscritos com numero crescente de lados para chegar num segundo

absurdo.

Indiguemos por A a area do circulo e T a area do triangulo. Temos 3
possibilidades: A>T, A<T e A=T.

Suporemos inicialmente A>T ( logo a diferenca A—T corresponde a uma area)
Aplicaremos o principio de exaustdo as grandezas A e A-T.

Vamos retirar da maior que é A, um quadrado inscrito cuja area é L4 (a

area L4 € maior que a metade da area A do circulo)
Retiro o quadrado de area L4.

Sobrara: A— L4 (L4 a a area de um poligono regular de 4 lados)

-
U N I@NREVISTA IBEROAMERICANA DE EDUCACION MATEMATICA - JUNIO DE 2005 - NUMERO 2 - PAGINA 104



o As duas maiores contribuig8es de Eudoxo de Cnido

H' t ! «a teoria das proporcoes e 0 método de exaustdo»
LS 0":“1 Vincenzo Bongiovanni
nivoraill
Historia

Retiraremos do que sobra A-L4, uma parte maior que sua metade
(al+a2+a3+a4)

Sobrara: (A — L4) — (al+a2+a3+a4) = A — (al+a2+a3+a4+L4)=A - L8

(L8 é a area de um poligono regular de 8 lados)
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Retiraremos do que sobra A-L8, uma parte maior que sua metade
bl+b2+b3+b4+b5+b6+b7+b8

Sobrara:(A-L8) — (b1+b2+b3+b4+b5+b6+b7+b8)=
A—(b1+b2+b3+b4+b5+b6+b7+b8+al+a2+a3+ad+L4)=A-L16

(L16 é a area de um poligono regular de 16 lados)

Ap6s um numero finito de etapas obteremos um poligono regular de area Ln tal
que A-Ln é menor que as duas grandezas A e A-T consideradas. Logo A—Ln < A-T.
Donde T<Ln

Considere um poligono regular de area Ln inscrito no circulo de area A

O apo6tema ON é menor que R

O perimetro do poligono regular € menor que o comprimento C da circunferéncia.
ON. perimetro do poligono <R.C

ON.perimetro do poligono/2 < R.C/2. Mas ON. Perimetro/2=Area Ln do poligono e
R.C/2 é igual a area do triangulo T. Logo Ln < T (Absurdo)
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Vamos supor A<T (Logo T-A corresponde a uma area)

Seja L4 a area do quadrado circunscrito ao circulo

Vamos aplicar o principio de exaustao as grandezas L4 e T-A

Vamos retirar da maior, quadrado circunscrito de area L4 uma parte maior que
a sua metade. Sobra: L4 - A
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Retiraremos do que sobra L4-A, uma parte maior que a sua metade
al+a2+a3+ad

Sobrard: (L4 —A) — (L4 -L8)=L8 - A (L8 é a area de um poligono regular
de 8 lados)

Retiraremos do que sobra L8 - A, uma parte maior que a sua metade
bl+b2+b3+b4+b5+b6+b7+b8

Sobrara: (L8-A) - (L8-L16) = L16-A
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Apds um numero finito de etapas obteremos um poligono regular de area Ln tal
gue Ln-A é menor que as duas grandezas. Logo Ln-A < T-A. Donde Ln<T

Considere um poligono regular de area Ln circunscrito ao circulo de &rea Ae ON =R
O perimetro do poligono é maior que o comprimento C da circunferéncia. Logo

ON. perimetro do poligono > R.C. Dividindo por 2 os dois membros teremos:
ON.perimetro do poligono/2 > R.C/2. Mas ON. Perimetro do poligono/2=Ln e RC/2=T
Logo Ln > T (Absurdo pois vimos que Ln<T)

N

Como A>T levou a um absurdo e A<T levou a um outro absurdo, conclui-se
que A=T.
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